Functia de gradul al doilea.
Numere complexe. Progresii

1. Notiuni teoretice

Functia de gradul al doilea
f:R =R, f(xr)=ax?+br+c, unde a,b,c € R,a #0

).

b A
e Graficul functiei de gradul al II-lea este o parabola cu varful V/ < 2% 1a
a a
e Graficul functiei de gradul al II-lea are axa de simetrie dreapta x = ~5a"
a
< . . . . b
e Daca a < 0 functia admite un maxim egal cu —— in z = ——.
4a 2a
< . . - . b
e Daca a > 0 functia admite un minim egal cu —— in z = ——.
4a 2a

a=0 ¥
a<l

Pozitia radacinilor ecuatiei ax? +bx+c=0,a # 0,A > 0, x1, zo riadacinile,

o € R dat:

1. z1 <a, 22 <«
A>0
af(a) >0
—%<a

2. 1>, T3 >«
A>0
af(a) >0
—%>0¢



3. r1 <a<xy
A>0
af(a) <0

e Pentru a impune ca o functie de gradul II sa aiba o singura radacina intre
aq si ag este suficienta conditia f(a1)f(ag) < 0.

e Pozitia radacinilor fata de 2 numere date o si ag : 11 < a1 < 22 < Qg

A>0
af(ai) <0
af(az) >0

Numere complexe

z=x+ 1y, =,y € R forma algebrica a numarului complex

Z = x — 1y conjugatul lui z

|z| = /2% + y? modulul lui z

z = r(cosp + isinp) forma trigonomatricd, unde r = |z| = /a2 + y? este

raza polara si ¢ = arctan J + k7 este argumentul redus al lui z,
x

0, daca z este in CI
k= 1, daca z este in CII sau CIII
2, daca z este in CIV

Fie z = r(cosp+isinp), z1 = r1(cos i +isinpy), 2o = ro(cos o +isings).
Atunci

21+ 29 = 1o [cos(p1 + p2) + isin(p1 + 2]

2T .

= [cos(pr — ) +isin(pr — )
22 T2

2" = r"(cosny + isin nep)

Wz = r (cos Lskﬂ + isin %M) , k =0,n— 1 radacinile de ordin n ale

lui z

Progresii aritmetice si progresii geometrice

Spunem ca girul de numere ai,as,...,a, este o progresie aritmetica daca
pentru orice k > 1 avem ay11 = ag + r, unde 7 este un numar constant, r # 0,
numit ratie.

_ O T ngr oo,
n - 2 ) -

® a



ea,=a1+(n—1)r,yn>1

(a1 + an)

o S, = n,Vn > 2, unde S,, = a; +as + ...+ a, (suma primilor n

termeni ai progresiei aritmetice)

Spunem ca sirul de numere by, bo, ..., b, este o progresie geometrica, daca
pentru orice kK > 1 avem bx41 = brq, unde g este un numar constant, ¢ # 0,
numit ratie.

i b% = bn—lbn—i-lvvn > 2
i bn = blqn_lvvn >1

[ ] S'n, = 7b1(qn _1 1)

n termeni ai progresiei geometrice)

,q# 1,Vn > 1,unde S, = by +ba+...+0b, (suma primilor

2. Probleme

Conditia ca ecuatia de gradul al II-lea sa aiba radacini reale: A >0

Problema 14. Fie functiile f,, : R = R, fu, () = ma® +2(m — 1)a +m —
1, meR.

Multimea valorilor parametrului m pentru care ecuatia f,,,(z) = 0 are cel
putin o radacina reala este:

A) (=00,1) B) (—o0,1] C) R D) alt rispuns E) [0, 00).

Rezolvare:
A>0=4(m* —2m+1) —4m? +4m >0
—4Am+4 >0
Deci m < 1 si avem raspunsul B) m € (—oc, 1].
Problema 86. Ecuatia z% + (2m — 1)z + 2m + 2 = 0, cu necunoscuta z si
parametrul real m, are toate radacinile reale daca:

A)m=0B)1<m<2C)-1<m<-1/2D)medE)m>1/2.

Rezolvare: Facem substitutia 22 = ¢ si ecuatia devine

2+ (2m — 1)t* +2m +2 = 0.



Pentru ca toate radacinile sa fie reale avem urmatoarele conditii: A > 0 si

t1 >0
{nzh- (1

Din A>0= 2m—1)2—-42m +2) > 0 = 4m? — 12m — 7 > 0. Solutia

inecuatiei este m € (—oo, —1] U [Z,00).

21 - 12
- > <1
Din relatia (1) = { 2m+ 120 { m

N[

m > —1 J
Solutia problemei se obtine intersectand cele dou solutii: C) m € [—1, —%]

= 32 _
9m+2>0 =m € [-1,

Semnul functiei de gradul al II-lea

Problemele 8, 9, 10.

Se da functia f(x) = mx? +2(m+ 1)z +m? — 1, unde m # 0 este parametru
real.

Problema 8 Pentru ce valori ale lui m, f(z) > 0,Ve € R?

A) m € (0,+00) B) m € (1 ++v/2,400) C) m € (0,1 4++2) D) m € (1 —
V2,14 V2) E)m e (1,1 = v2) U (1 + V2, +0)

Rezolvare:
Punem conditiile:

A <O
m >0

Din prima inecuatie obtinem

4(m* +2m+1) —4m(m? —1) <0
—m®*4+m?+3m+1<0
(m+1)(-m*+2m+1) <0

Deci m € (—1,1 —v/2) U (1 + /2, +00).
Din m > 0 = m € (0,00). Intersectand cele doua solutii obtinem B) m €
(14 V2, +00).

Problema 9 Pentru ce valori ale lui m, f(z) < 0,Vz € R?
A)me (—0,0)B)yme (1-v2,1++v2)C)me (-1,1-+v2)D)m €
(—00,1=+v2)E) m € (1,1 —/2) U (0,00)

Rezolvare:

Punem conditiile:
A<O
m <0

Din A < 0 obtinem m € (1,1 — v/2) U (1 + v/2,00). Din m < 0 obtinem
m € (—00,0).
Prin intersectie avem C) m € (—1,1 —/2).



Problema 10 Pentru ce valori ale lui m functia admite radacina dubla?
A)me {£1} By m € {1,£V2} C) m € {£V2} D) m € {-1,1 — V2,1 +
V2} E) m € {0,1,+v2}

Rezolvare:
Punem conditiile: m # 0 si A = 0. Deci raspunsul este D) m € {—1,1 —
V2,14 2}
2 _9(m—1 1
Problema 83 Fie E(z) = z (ﬂ; )z +m+ .
mx* —mx + 1

reale ale lui m pentru care E este bine definita oricare ar fi z € R, este:
A) R B) {4} C) {—1} D) (0,4) E) alt raspuns

Multimea valorilor

Rezolvare:

Expresia de la numitor trebuie sa fie diferitd de 0 gi atunci avem pentru
ecuatia maz? — mx + 1 = 0 conditia A < 0 din care obtinem m? —4m < 0 =
m € (0,4).

Dar observam ca pentru m = 0 expresia de la numitor este diferita de 0.
Atunci solutia de mai sus o reunim cu {0}.

Atunci avem m € (0,4) U {0} si obtinem m € [0,4). Deci raspunsul este E)
alt raspuns.

2 +axr+1

77 E]R,
24+ +1 “

Problema 208 Imaginea functiei f : R — R, f(x) =
este inclusa in intervalul [0, 2], dac&
A)a>3B)a<-2C)a€[-1,00D)ac[0,2] E)ac (-2,-1)

Rezolvare: )
¢ +ar+1 <9

T 22441
22 tar+1—222—2x—2

) 2 4+x+1
x +aw+1>0

24+r+1 —
Deoarece 22 +z+1 >0, Vz € R,

{x2+(2—1):ﬂ+1>0

<0

22 4+ax+1>0.
Ar=(2-a)?-4<0 N a?—4a <0
Ag=a®>—-4<0 a’?—-4<0
este D).

= a € [0,2]. Deci raspunsul

Problemele 75, 76 Se considera functia f : R — R,
f(z) 2962—(m—l)aH—3m—47 m € R.



75 Multimea valorilor lui m pentru care f se anuleaza in (0,1) si f(z) >
0,Vz € (0,1) este:

A) (—00,7—4v/2) B) (7T+4v2,0) C) {7 —4v2,7+ 42} D) {7 — 42} E)
0

Rezolvare:

f se anuleaza in (0, 1) daci exista cel putin un punct xg € (0, 1) astfel incat
f(zo) = 0. Pentru ca f(z) > 0,Vz € (0, 1) inseamna ca varful parabolei asociate
se afla pe axa OX.

Deci A = 0. Obtinem m? —14m+17=0si A, = 128 = mio="7=% 44/2.

Varful parabolei are coordonatele xy = ;—;, yy = 0. Punem conditia xy €
(0,1).

Solutia zy = ;—; = m74 Pentru my = 7 + 4v/2 obtinem xy = 3+ 2V/2 > 1,
deci zy ¢ (0,1).

Pentru my = 7 + 4v/2 obtinem zy = 3 — 22 € (0,1). Deci raspunsul este
D) {7 —4v2}.

76 Multimea valorilor lui m pentru care f(z) < 0,Vx € (0,1) este

Rezolvare: Pentru ca f are semn contrar lui a pe intervalul (0, 1) rezulta
ca f taie axa OX in doua puncte: x; si 3. Ne convine doar cazul x; < 0 si
x9 > 1. Dar in acest caz f(x) < 0, Va € (0,1). Trebuie s& punem conditiile:

{ f(0) <
f(1) <

Deci m < % gi m <1 i obtinem solutia C) (—oo, 1].

0.

Relatiile lui Viete

Problemele 11, 12, 13
Se considers ecuatia 222 — 2ma +m? — 2m = 0, unde m € R, iar z; si 29
sunt radacinile reale ale ecuatiei.

11 Suma radacinilor x; + zo apartine intervalului
A) [0,1] B) [0,4] C) R D) [0,2] E) [-1,4]

Rezolvare:

Deci B) m € [0,4].

12 Suma patratelor radicinilor 2% + 23 apartine intervalului
A) [0,4] B) [-2,4] C) [0,8] D) R E) [0, 3]

Rezolvare:

22+ 22 =52 -2P =m? — (m? —2m) = 2m.

Din problema de mai sus avem ca m € [0,4] = 2m € [0, 8]. Deci raspunsul
este C) [0, 8].



13 Produsul radacinilor ;22 apartine intervalului
A) [-2,0] B) [0,4] C) [-1/2,4] D) R E) (0,2)

Rezolvare:
m?—2m . o . . .
T1Ty = —y = 5m* —m. Trebuie gasit minimul si maximul expresiei
%mz —m.
Notdm f:[0,4] - R, f(m) = 2m? — m. Minimul este atins in varf yy =
_4%’" = —1, pentru ca zy =1 € [0,4].

Calculdm f(0) = 0, f(1) = —3 si f(4) = 4. Varful parabolei este V (-3, 1).Deci
im? —m € [-1/2,4].

Raspunsul este C) [—1/2,4].

Problemele 812, 813, 814

Se considera functia f : R — R, f(x) = (2m + )22 — 2(m + 2)x + m + 2,
unde m este un parametru real, m # —5
812 Ecuatia f(z) = 0 are o unica solutie daca si numai daca m apartine

multimii:

A){-1,2} B) {-1,1} C) {-2,2} D) {-2,1} E) {0,1}

A=0=4(m+2)?-42m+1)(m+2)=0

4(m +2)(—=m+1) =0 = my = —2,mg = 1. Deci raspunsul este D)

813 Functia f admite un minim global negativ dacd i numai daca m
apartine multimii:

8 (-31) B 12 0) (-5 D) (o) B (-0, -5) U 1.0)

2 2
2m+1>0 2m+1>0 m>—1
{2m<+01>0 { é<0 = 4m+2)(m —1) 0 :>{m6(—200 —2)U(—1 1)
Yo 1a 42m 1 1) ’ g7

1
Deci m € 5 1) gi raspunsul este A).

814 Solutiile reale x1, z2 ale ecuatiei f(z) = 0 verifica z1 < 2 gi x2 > 2 daca
si numai daca m apartine multimii:

N0 L0 (<52 0 (52 pR

Din 27 < 2 si 2 > 2, obtinem

(Gt ~{ BT = (w1

1 2
Deci m € <2, 5> si raspunsul este D).

Problema 734



Se considera familia de functii f,,, : R — R, f,,(z) = 2% — (4m +3)z +4m +
2,meR.

Punctul din plan prin care trec toate graficele functiilor f,, este situat pe:

A) axa Oy B) axa Oz C) prima bisectoare D) a doua bisectoare E) alt
raspuns

Rezolvare:

Fie M(z¢,yo) punctul prin care trec parabolele. Atunci

x3 — (4m + 3)xo + 4m + 2 = yo.
Ordonand dupa puterile lui m obtinem
m(—4xg + 4) +x3 —3x9+2—1yo=0.

Pentru m = 0 = 22 — 3x9 + 2 — yo = 0 si m(—4xz +4) = 0,¥m € R\ {0}.
—drg+4=0=>x9=1

w%—3m0+2—y0:0:>y0:0

Deci am obtinut M(1,0) € Ox si rdspunsul corect este B).

Problema 15.

Fie functiile f,, : R = R, f,(z) =ma?+2(m—1)x+m—1, m € R.

Varfurile parabolelor asociate functiilor f,,, m # 0, se gasesc pe:

A) parabola y = 22 + 2 B) dreapta = + 2y = 0 C) dreapta y = x D) dreapta
y = —x D) o paralela la Oz.

Rezolvare:
-1 —1
Calculam varful parabolei: V/ (—m, m) .
m m
Deci —xy = yy si varful se afla pe dreapta y = —x. Raspunsul este D).

Numere complexe

Egalitatea a doua numere complexe

Problema 142 Ecuatia 23 — (4 —i)2z? — (1 + i)z +a = 0, a € R, are o
radacina reala daca si numai daca a apartine multimii:

Rezolvare:

Fie x rddécina reala a ecuatiei. Atunci 23 — (4 —i)2? — (1 +4)z +a = 0 si
23— 422 —x+a+i(z?—2)=0.

Cum z € R obtinem x? — z = 0 si obtinem z; = 0 si 25 = 1. Pentru 2; =0
avem a1 = 0 gi pentru x5 = 1 avem ag = 4. Deci raspunsul este D) {0,4}.

Problema 21 Si se giseasca numarul complex z daca |z| — z = 1+ 2i.
A)z=2-2iB)z2=3+2iC)z=1-3iD)2=1+3iE) 2=~ +3

Rezolvare:
Fie z = x + iy, z,y € R un numéar complex. Inlocuim in ecuatie gi obtinem

vai+y?—z—iy=1+2i.



Deci
{ Viz+yi—x=1

y=-2
Obtinem x = % si y = —2, deci raspunsul este A) z = % — 2.

Conjugatul numarului complex

Problemele 166, 167, 168
Fie numarul complex z = 1 + 1.
166 Numarul complex — este:
> .
A) -1-iB)1—-4iC) 2 D) £ E) Alt raspuns
Rezolvare: )
1 11—
z 14+i 2

Deci raspunsul este C) 15

167 Daca z" este real, pentru o anume valoare n € N*, atunci numarul

complex 22" este: N
A)i"B) -1 C) 1 D) 2" E) (V2)

Rezolvare:

Amplificim cu z si folosim 2Z = 2 obtinem (2) = 1. Deci 22" = 2" si

raspunsul este D) 2.
168 Fie 21,22 € C. Daci |21 + 22| = V3 51 |21] = |22 = 1, atunci |21 — 22|
este:

A)2B)1C)v3D)V2E) V3 -1.
Rezolvare: Folosim identitatea paralelogramului
|21+ 22 + |21 — 22 = 2 (|21 * + | 22[?)

(ﬁ)2+ |21 — 2> = 4

Deci |21 — 23| = 1 gi raspunsul este B) 1.

Problema 657 Cate radacini complexe are ecuatia 2"~ ! =iz, n > 2, n €
N7
A)n—-2B)n—-1C)nD)n+1E)n+2.

Rezolvare:
Trecem la module = \z|"_1 =i||z] = |#|.
Deci |2|" " — 2] = 0= [2] (|2["* — 1) = 0.



1) |z] =0 = z = 0 verifici ecuatia initiala
2) |z #0 = |2[""® =1 = |z| = 1. Inmultim ecuatjia initiald cu z # 0 si

avem
M=izz=ilzP=i-1=i

Ecuatia binom& z™ =4 are n solutii. Deci raspunsul este D) n + 1.

Progresii
Problema 141 O progresie aritmetica crescatoare (a,)n>1 verifica relatiile

ag+aig+ay; = 15 si agajpar; = 120. Suma primilor 20 de termeni din progresie

este:
A) 150 B) 100 C) 120 D) 110 E) 160.

Rezolvare:
Din ag + a9+ a1 =15=a190—r+ag+aypng+r=15=aig =52
Din agaipa;; = 120 = (a10 — r)arp(aro +r) = 120 = (5—7r)5(5 + r)

120 = r2 = 1.
Deci r = 1, Syp = 110 si raspunsul este D) 110.
Problema 218 Fie m,n,p numere naturale nenule, m # n. Daca intr-o

progresie aritmeticd avem a,, = m, §i a,, = n, atunci a, este egal cu:
Aym+n—pB)p—m—-nC)m+n—-2pD)2p—m—nE)m+n-+p.

Rezolvare:
Avem a, = a1 + (n — 1)r §i an, = a1 + (m — 1)r. Scizand cele doua relatii
ap, — G

obtinem
ap — @ = (M —m)r =r =
n—m

-n
Deci r = = r = —1 gi putem afla a;
n—m

a,=a1+1—n=a=m+n-—1.
Atunci ap, = a1 + (p — 1)(—1) si ap = m +n — p. Réspunsul este A) m +n — p.

Problema 34 Sa se determine primul termen a; si ratia ¢ a unei progresii

geometrice (an)nen+ daca:
ag — az = 6,
az —ayp = 3.
A)a; =-1;9=3DB) a1:3;q:%C) a1 =2;9g=—-2D)a; =1;9g=2E)
ap =1;9=3.
Rezolvare:

ag —az = alq3 —a1q9 = a1q(q2 -1)=6

az—a1 =a1q®> —ar = ai(¢* —1) =3

10



Prin impartirea relatiilor = ¢ = 2 = a;(2? — 1) = 3 = a; = 1. Deci raspunsul
este D) ay = 1;¢=2.
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